數學解題策略教學設計
名稱：大寶當家~比與比值
設計者： 楊璧綺

摘要

本單元主要以整合的教學設計模式為主軸，佐以日常生活情境中出現的比例概念為情境設計，除藉由具體的操作，讓學生形成「比和比例」的概念之外，更以多元佈題來交叉檢驗學生的想法，也期使學生在多元解答的歷程中能有效學習便捷之算法。最後，以問題轉譯、問題整合、解題計畫與監控、以及解題執行等四個重要的解題歷程來安排學習活動，以協助學生統整本單元概念。
本單元設計以「大寶當家」為主軸，發展五個教學活動：
活動一：大寶購物樂—比的意義與符號。
活動二： 大寶上學去—比值的意義與運算。
活動三：COOL！好喝的奶茶！--最簡單整數比。
活動四：大寶嬉遊記—比的應用。
活動五：大寶種樹去—多重式比例問題的應用。
1、 學習領域：數學領域
2、 教學主題：比與比值
3、 教學對象：六年級學生
4、 教學目標：
	單元目標
	具體目標
	能力指標

	1. 能由生活情境中認識比的意義與表示法。

2. 能由生活情境中認識比值的意義與表示法。
3. 能在生活情境中了解相等的比和最簡單整數比。

4. 能運用比解決生活中有關的問題。
	1-1.從虛擬情境中,經驗比的意義。
1-2.能認識「：」的符號,並應用「：」紀錄兩個數量之關係。
1-3.讀出並寫出比的數字與符號。
2-1.認識比值的意義。
2-2.利用前項除以後項的商,表示比值。
3-1. 從相等的比值認識相等的比。
3-2.從部份量和部份量的比值中,體驗相同的比。
3-3認識最簡單整數比。

4-1. 能用相等的比解決生活中有關的問題。
4-2. 能應用簡單式比例解決多重式比例的問題。
4-3. 能應用學過的概念有效解決多重式比例的問題。
 
	N-3-15 能在情境中理解比、比例、比值、率的意義。
C-T-2 能把情境中數量形之關係以數學語言表出。

能選擇使用合適的數學表徵。

能運用解題的各種方法。

C-S-5了解一數學問題可有不同的解法，並能嘗試不同的解法。

C-C-1了解數學語言的內涵。

C-C-3能用一般語言與數學語言說明情境與問題。

C-E-5 能將問題與解題一般化。


5、 設計理論依據
（1） 兒童數學心理發展

Noelting 發現兒童在具體操作後期(約10 歲5 個月)能解決比值型態第一式的問題；形式操作前期的兒童(約12 歲2 個月)能解能解決比值型態第二和第三式的問題；形式操作後期(約15 歲10 個月)能解能解決比值型態第四式（引自翁宜青，民92）。而Bar(1987)在比的概念發展比較研究中，也顯示兒童在比例推理的作業上，有下列幾個現象：1)不同比值的難度中: 解決整數比值的問題，較易於解決非整數比值的問題；2)在分離量與連續量的問題上: 處理分離量的能力，大於處理連續量的能力；3)在正比、反比、比例的問題上，作業能力各有不同：解決正比的問題能力，大於反比的問題能力，大於比例問題的能力；4)在不同情境中的問題無法轉移應用：解電流的問題能力，未能移轉至解濃度的問題上（引自魏金財，民83）。
周筱亭與黃敏晃則依語意的不同，將對等關係分成交換問題、組合問題、母子問
題、密度問題四種類型。而根據楊錦連之研究發現，五年級學生對於各類型的比例問題解題的解題表現是：交換問題和組合問題優於密度問題；密度問題優於母子問題。交換問題和組合問題之間無差異（引自翁宜青，民92）。
因此本教學設計將以達成比值型態第一式、第二式和第三式的問題解決為學生主要的學習目標，而在教學順序及佈題安排上也將依Bar及楊錦連的觀察發現，以整數比值、分離量等問題循序漸進的引導學生解題，語意類型的題目也會以交換問題、組合問題、密度問題、母子問題的順序編排
（2） Tennyson, R.D.（2004）的整合教學設計模式

下表1為Tennyson, R.D.提出的教學設計模式，此模式以Tennyson和Rasch提出的連結理論為基礎而加以修正的。連結理論的優勢為結合了結構式和自我調節式這兩類不同哲學取向的學習方式（引自Robert D. Tennyson、單文經、趙寧，民94）。意即同時顧及教學上「排序」、及「綜合」兩種概念，使學生不僅能夠循序漸進的學習，更能從整體的脈絡及社會互動中建構知識。而下表教學設計成分與教學目的所形成的矩陣，如教學處方的設計提供教材內容與學習者需求上一個多元且完整的規劃。另學習時間的安排，該模式也有其論理基礎，連結理論認為花費在脈絡類知識的學習時間，不能少於敘述類知識或程序類知識，因足夠的脈絡類知識，將可以有效轉化敘述類及程序類知識，故筆者將運用此模式部分概念與原則於本教學活動設計中。
表1  整合的教學設計模式（引自Robert D. Tennyson、單文經、趙寧，民94）

	教學設計

成份
	教育目的

	
	知識和知能的習得
	知識、技能和策略的運用、精緻與建構

	認知次系統
	敘述類知識
	程序類知識
	脈絡類知識
	區辨/統整
	建構

	學習目標
	語文/視覺訊息
	心智技能
	脈絡類技能
	認知技能/策略
	創作

	學習時間
	10％
	20％
	25％
	30％
	15％

	教學處方
	闡明式策略
	練習式策略
	問題式策略
	動態式策略
	自導式策略

	教學方式
	講述式
	家教式
	人造實境
	虛擬實境
	自導式策略

	學習評量
	客觀
	實作
	真實/人造
	真實/虛擬
	檔案



以右表2為例，整合教學設計模式的矩陣
為例，它可以幫助教學設計者做一個概括卻又
不失完整性的初步規劃，唯要注意的是各教學

設計的成分，並不侷限於表格中所呈現的，吾
人在做教學設計時，仍要多加衡量評估。

（3） Robert M. Gagne’的學習行動八階段

Gagne’認為教學是一種外部事件，教學設計的目的是要影響學習者的內部過程，因此學習行動的八個階段：動機、察覺、獲得、保留、回憶、類化、實作及回饋，都須與教學階段相吻合的，如此便是有效的教學步驟。故，本教學設計在教學活動的呈現上，將以此學習行動的八個階段配合教學事件的安排。
（4） Mayer的解決應用問題之歷程分析

解數學問題時，解題者需要具備五種知識類型，分別是語言知識、語意知識、基模知識、策略知識與程序性知識。以地磚問題為例，其解題分析如下表2。
題目：正方形的地磚以每邊30公分的規格出售，如果每塊地磚賣0.72美元，那麼一個長7.2公尺、寬5.4公尺的長方形房間，整個房間要撲滿地磚，一共需要多少美元？

表2  地磚問題的解題分析

	問題陳述階段              知識類型                    地磚問題的例子

	
[image: image1]


Mayer,1992  （引自涂金堂、林佳蓉，民89）
6、 教學研究
（1） 教材地位： 






（2） 學生先備經驗： 
1. 具有因數和倍數的概念。
2. 熟悉乘除法之問題情境。
3. 有理數概念的整體發展。
4. 能以單位量解題比值的能力。
（3） 教學重點：
1. 活動一：藉由交換問題的情境佈題，讓學生了解比的意義。
2. 活動二：藉由兒童最易學會的第一式比例問題引導學生認識比值。
3. 活動三：藉由等值分數的先備經驗來理解相等的比與最簡單整數比。
4. 活動四：藉由學生各種解題策略的討論，引導學生以最便利的方式運算。
5. 活動五：藉由多重式比例的典型問題，啟發學生統整本單元或之前所學習過的 

概念加以解題。
7、 教學時間： 5節課，200分鐘
8、 教學流程：
（1） 教學準備

1. 教師

（1） 研讀相關教材及教學心理學等書籍。

（2） 擬定符合生活情境之比與比值題目，並依數學原理加以分類，以備教學佈題使用。

（3） 準備生活上可操作之物品以具體化比的概念，如：黏土、果汁等。

2. 學生

（1）白板、白板筆。

（2） 活動設計： 
	行為

目標
	教學活動
	教學評量

	
	活動過程
	佈題

類型
	教學

資源
	時間
	

	1-1

1-2

1-3
	活動一：大寶購物去
一、準備活動

（一）教師準備代幣、圖卡等物品

（二）引起動機：教師以大寶一人在家，如何處理生活事務為情境，請學生協助大寶解決難題。

二、發展活動

（一）提問及討論

動機
1. 故事情境：大寶的爸媽出差了！他必須去準備這一星期的所有生活物品…
2. 大寶拿了2顆蘋果和隔壁小花換了1顆西瓜，那如果拿4顆蘋果可以跟小花換幾顆西瓜呢？

3. 可口的糖果3顆9元，大寶想買6顆，要付多少錢呢？如果買9顆要多少錢？以次類推。 
察覺
引導學生察覺前兩項佈題中兩數量間的倍數關係，經驗比的意義。若學生無法察覺，教師可以圖片操作，或表格整理。

回憶
4. 就察覺兩數量間的倍數關係，以舊經驗或其他方式紀錄下來。

5. 各小組發表紀錄的方式。

6. 教師歸納：2對1的關係，通常繼承2:1，讀做二比1，像這樣表示數量關係的成為比。「：」符號前面的數稱為前項，後面的數稱為後項。
三、綜合活動

類化、實作、回饋
1.   用比的符號表示物品的關係。
2.   寫出前項及後項。

＊＊＊  ○○
· ： □

前項是□，後項是□。

3. 最多成員答對的小組，可以升格。

~ 第一節課完 ~
	交換

問題
	大寶圖卡

水果圖卡
	5分

10分

5分

10分

5分
5分
	能說出題意

能說明解題過程與結果

能察覺倍數關係

能說明自己正確的紀錄方式

能了解比的意義及比的前後項

能以比的符號作紀錄。

	2-1

2-2
	活動二：大寶上學去。（40分）
一、準備活動

（一）教師準備滑輪組等物品

（二）引起動機：延續以大寶為主角的情境佈題，以引發學生動機，繼而討論。

二、發展活動

（一）提問及討論
動機、回憶
1. 自然課時，大寶正思考簡單機械滑輪組的問題，每拉動滑輪組的線長2公分，物品便上升1公分；拉動滑輪組的線長4公分，物品上升2公分；那如果拉動滑輪組的線長6公分時，物品上升多少公分？
2. 拉動滑輪組的線長對物品上升高度的關係，如何用比表示？拉動滑輪組的線長是物品上升高度的幾倍？

3. 歸納整理：前項除以後項所得的商便是比值。

察覺、類化、實作
4. 揭示竿影記錄表，討論竹竿長對竿影長的比要怎麼表示?比值是多少？
竹竿
長度㎝
10

20

30

40

影子
長度㎝
5

10

15

？

比值

2

2

2

2

察覺
5. 觀察不論是10：5、20：10或30：15比值都是2。並察覺竹竿長度為原來的2倍時，影子長度也為2倍，故推論得知比值相等時，比的數值不一定一模一樣。

6. 用等值分數理解並運算。
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類化、實作
7. 承上，12：3的比值為？8：2的比值為？

8. 相等的比會有幾個呢？

三、綜合活動
回饋

（一）佈題練習：美勞課，大寶用1毫公升的白色水彩和5毫公升的藍色水彩調出如天空般的淺藍色。
1. 1毫公升對5毫公升的比是多少？比值是多少？

2. 阿福看見這麼美的淺藍色，也想調出和大寶一樣的顏色，結果不小心將白色水彩擠出了2毫公升，那藍色水彩應該用多少，才能調出一樣美的顏色呢？
3. 
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，擴分得到x＝ 10。
~ 第二節課完 ~
	比例關係式「A:B

＝C:X」
比值型態第一式：

C 同時是B 和A 的整數倍。如2：4＝8：x。
	滑輪組、
長尺

記錄表、海報


	15分

18分

7分

	能覺察物品與線長的倍數關係。

能知道比值的意義。

能知覺不同的比卻有相同的值。

能用等值分數理解比值。
能以等值分數正確計算比例問題。

	3-1

3-2

3-3
	活動三：COOL！好喝的奶茶！

一、準備活動

（一）教師準備保久乳、紅茶等物品，作為佈題之具體物操作使用，並以此作為獎勵物品。

（二）引起動機：延續以大寶為主角的情境佈題，以引發學生動機，繼而討論。

二、發展活動

（一）提問及討論

1. 故事情境：週三下午，大寶邀請了同學到家裡玩，準備了紅茶和牛乳招待大家，為了讓大家同時享用紅茶牛乳的絕妙口味，大寶使用了50ml的紅茶和100ml的牛乳，調製了好喝的紅茶牛乳！

回憶
2. 這一杯紅茶牛乳是多少毫公升？又是多少公升？

3. 50ml的紅茶對100ml的牛乳，比要怎麼記？比值是多少？

4. 若技安想用80ml的紅茶調配口味一模一樣的紅茶牛乳，那牛乳需要用多少毫公升？

5. 根據活動二的解題：
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，無法直接以擴分處理。部分的學生將會因此產生疑惑，藉此以約分的概念帶入最簡單整數比。

察覺、獲得
6. 
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    50：100＝10：20

                     50：100＝1：2

7. 
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中分子1和分母2互質，稱為最簡分數，1：2中，前項1和後項2互質，故1：2為最簡單整數比。

8. 
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，x＝160。用比記錄看看！

等比的式子1：2＝80：x。

三、綜合活動

類化、實作、回饋
1. 宜靜想喝口味和大寶一樣的小杯紅茶牛乳，紅茶只須30ml，那牛乳需要多少毫公升？

2. 用比值的方式記錄看看並求出答案。
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3. 用比的方式記錄看看。50：100＝30：x

~ 第三節課完 ~
	比例關係式「A:B

＝C:X」
比值型態第二式：僅B 是A 的整數倍。如2：8＝7： x。

	保久乳、

紅茶

杯子


	3分

12分

15分

10分
	能用比的符號表示問題。

能寫出正確的比值。

能察覺解題的策略

能發覺等值分數與相等的比

能寫出等比的式子

能用比的方式作紀錄

	4-1

4-2

4-2
	活動四：大寶嬉遊記！

一、準備活動

（1） 教師準備相關佈題內容。

（2） 學生準備白板、白板筆等。

動機、察覺
（二）引起動機：延續以大寶為主角的情境佈題，並請學生發表解題策略於黑板上，以引發學生動機，繼而討論。

二、發展活動

1. 故事情境：大寶的爸媽終於回來了。他們也想帶大寶出國走走！

2. 問題討論：如果大寶去美國玩，那便要將新台幣兌換成美金。美金1元對新台幣33元,如果大寶有新台幣330元，可以兌換成美金多少元？
可能解題的策略如下：
（1）等比的式子

1：33＝x：330

（2）利用比值
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（3）利用單價法

300÷30×1＝10

（4）利用表格發現倍數關係

美金

1

2

3

10

台幣

33

66

99

330

獲得
3. 請學生說明解題方法，並分享何種解題策略最便利。

4. 教師帶入內項×內項＝外項×外項的簡便算則
5. 教師重新布題:
新台幣2元對日幣7元,用比的方法,怎麼說,怎麼記?若新台幣420元可兌換日幣多少元？用自己的方法算算看。

類化、實作
6. 用老師的簡便算則算算看。

7. 發表自己的解題

三、綜合活動
1. 教師佈題：大寶到了美國後，參加了一個遊學課程，這個遊學課程為了讓遊客學好英文，特別安排各班每10人中就有3個美國人，現在大寶的班級有30人，那其中美國人有幾位？

2. 鼓勵學生運用熟悉且便利的算則運算。

~ 第四節課完 ~
	比例關係式「A:B

＝C:X」
比值型態第三式：僅C 是A 的整數倍。如3：5＝18 ：x
母子問題
	黑板

白板

白板筆


	3分

20分

10分

7分
	能說明自己的解題策略。

能比較各種解題策略，並選出最適宜自己加以運用。

能類化教師的算則。

能正確且迅速的解題。

	4-3
	活動五：大寶種樹去！

一、準備活動

（一）教師準備相關佈題內容。學生準備白板、白板筆等。

（二）引起動機：延續以大寶為主角的情境佈題，並以小組競賽方式，讓學生發表解題策略於黑板上，以引發學生動機，繼而討論。

二、發展活動

1. 問題討論：大寶回來了！他跟著媽媽去參加植樹活動，於是他想了一個分工合作的方法：

2. 如果4個人一起工作，5天可以共可種60棵樹，假設每人每天的工作量都一樣，那5個人8 天可以種幾棵樹呢？

3. 解題分析

（1） 問題表徵之轉譯：知道每人每天工作量的意義。

（2） 問題表徵之整合：這是倍數、單價法或比值的問題。

（3） 問題解決之計畫與監控：

    如：

· 1個人5天可種幾棵樹？

60÷4＝15

1個人5天種15棵樹，所以1個人1天可種3棵樹。

· 5個人1天可種幾棵樹？

        3×5＝15

· 5個人8天可種幾棵樹？

        15×8＝120

（4） 問題解決之執行
60÷4＝15

3×5＝15

15×8＝120

15×8＝120
三、綜合活動：

1. 教師重新佈題，學生嘗試轉化自己的解題策略為多重式比例問題的關係式

~第五節完~


	多重式比問題
	黑板

白板

白板筆


	5分

10分

10分

10分

5分


	能成功轉譯此應用題。

能從敘述中分析出每人與每天兩個變異量。

能正確計畫與監控自己的算式。

能說出每個算式的涵義。

能正確運用運算符號。

能有效解決多重式比例問題。


9、 評量方法：課堂發表與討論30％、實作評量30％、紙筆測驗30％、學習態度10％。
10、 延伸學習：將小數、分數化為最簡單整數比，用比率解決問題，多重式比例問題。 
11、 參考資料：
Robert D. Tennyson、單文經、趙寧 (民94) 。 學習理論與教學設計--連結的教學設計模式。教育研究月刊，131， 61-75。

馬秀蘭（民94）。多重式比例問題的解題分析：相等比值或相等比率。科學教育研究與發展，41，95-107。
翁宜青（民92）。一位國小三年級學生解比例問題之研究。國立嘉義大學碩士論文，嘉義縣。
涂金堂、林佳蓉（民89）。如何協助學生解決數學應用問題。高雄市：復文。
魏金財（民83）。比與比值概念形成的學習情境電腦化設計。國教學報，6，69-96。
本單元（六上）


能由生活情境中認識比的意義與表示法。


能由生活情境中認識比值的意義與表示法。


能在生活情境中了解相等的比。


能在生活情境中認識最簡單整數比。


能運用比解決生活中有關的問題。





四年級


分母為1000以內的真分數。


認識假分數和大小比較。


分數與小數的連結。





五年級


用分數表示商及分數的數線。


分數的大小比較和等值分數





六年級


了解正比例關係


認識正比例及非正比例之關係圖


能解決正比例問題。





表2  本單元活動一之整合教學設計模式


教學設計成分�
教育目的�
�
�
知識


習得�
知識、技能和策略運用�
知識、技能和策略精緻�
�
認知


次系統�
敘述類知識�
程序類知識�
脈絡類知識�
�
學習


目標�
比的


意義�
比的


符號�
比的表示法�
�
學習


時間�
10分�
15分�
15分�
�
教學


處方�
闡明式


策略�
練習式策略�
問題式策略�
�
教學


方式�
講述式,


發現教學法�
家教式,


練習教學法�
啟發教學法�
�
學習


評量�
客觀


紙筆�
實作


紙筆�
真實�
�






問題表徵





轉譯





整合





問題解決





計畫與監控





執行





語言知識





語意知識





基模知識











策略知識





程序性知識





房間是一個長7.2公尺寬5.4公尺的長方形


1公尺等於100公分





這是一道面積的問題，而面積＝長×寬





首先，房間的面積是7.2×5.4；其次，每快地磚的面積為0.3×0.3；然後，計算出鋪滿整個房間的地磚總數；最後，將所需的地磚總數乘以0.72，以求出總共需要多少錢？





7.2×5.4＝38.88


0.3×0.3＝0.99


388.88÷0.09＝432


432×0.72＝311.04
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